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2 Les modeles

2.1 Le modele de Solow

2.1.1 Les hypotheses

La concurrence est pure et parfaite, les agents sont price takers. La production Y se fait a partir
de deux facteurs le capital K et le travail L par des producteurs identiques. La fonction de
production est : Y (t) = F (K(t), L(t)) .1l y a équilibre sur le marché du travail : Ld = Ls. L”offre

de travail croit comme la population qui croit a un taux exogéne constant : DL/L =
L°(t) =e™L(0) =e™ . Il y a un bien unique, et a I'équilibre sur le marché des biens : Y =C + I.
A 1’équilibre sur le marché des capitaux : | = S. L'épargne est exogéne, "keynésienne" : S=sY.
L'investissement accroit dans le temps le stock de capital : | = DK = dK/dt. A long terme, le
capital s'use et donc son stock se déprécie au taux & . Alors l'accroissement net du stock de
capital est: DK =1 -6K.
La fonction de production, est supposée « néoclassique ». Les productivités marginales du
capital et du travail sont positives et décroissantes. Les rendements d'échelle sont constants. Les
conditions d'Inada sont satisfaites.

F'«>0,F >0, F" <0, F" <0

F[AK(t), AL()] = AF [K(t), L(t)]
limF', =0, limF', =00 et limF' =0, |iLT3F'L:oo

K> K—0 L—w
Puisque les rendements d’échelle sont constants, on pourra travailler avec la forme
intensive de la fonction de production et avec les variables par téte.
Y (t K(¢
® o, ;o KO

Y(t)=F(K@),L®) —> y=fk) ou ) CL(@)

Les productivités marginales des facteurs de production dans leur expression intensive
En utilisant Y=L.f(k) :
oY of dk

- L0 =0T (k)ﬁ—f (k)

oY oy dK g
- = f0+LOT )5 = F)-k.F(K)

2.1.2 Equilibre du producteur
Les producteurs sont supposés tous identiques. Les producteurs sont price takers et
maximisent leur profit instantané. Soit w le prix de location du travail et R le prix de I’utilisation
du capital.
R=r+o

Ou r est le prix de location du capital (le taux d’intérét), et & le colt lié¢ a I’usure du capital, le
taux d’amortissement du capital.
Le producteur maximise le profit : 7=F(K,L)-RK -wL
A I'équilibre concurrentiel les conditions du premier ordre sont :

[(k)=R (1)

F(K)—k.F (k) =w, 2)

Avec la fonction de production Cobb-Douglas



Y, = A'Kta'Ltl_a 3
a est I'élasticité de la production au facteur capital, et (1—c«) I'élasticité de la production au
facteur travail. A représente le niveau de technologie,

En divisant par L y=Ak“ 4)
Selon les conditions du premier ordre (1) et (2), a I’équilibre concurrentiel :
R=aAk*™ (5)
W, = (1-a)Ak” (6)

2.1.3 L'état régulier et la dynamique transitoire

L'état régulier est un équilibre concurrentiel de croissance a taux constant.
L'équilibre concurrentiel implique I'équilibre sur le marché des biens: DK =sY - 6 K.

Exprimons cette équation dynamique en variables par tétes : Dk =sAk” —(n+ )k

La croissance est a taux constant si DTk =sAk*" —(n+48) =cst, donc si k est constant; Dk =0.

Ya Donc a I’état régulier sf (k) =(n+09)k
y I'investissement réalisé est égal a celui requis
pour que le capital par téte soit constant et :
y* = =
n+ 5 k * _ AS et y* — A AS
n+o n+o
1-a
sy Comme K =ke™ : K =¢" As .
n+d
A I'état régulier le taux de croissance des
variable par téte k et y... estnul », =0,
. le taux de croissance des variable K et Y... est
K* celui de la population y, =n.
En dynamique transitoire le taux de
croissance est décroissant en fonction .
SAk
de k. is P _ pet
_ Dk ST = SA

9=~ =54k - (n+4d)

On peut représenter les deux termes de
cette différence en fonction de k. La 20 \
productivitt moyenne du capital, Y

f(k)/k = Ak“™, est décroissante en k 7. <0

, le terme (n+ &) est constant.

Si I'économie démarre avec k, le taux
de croissance de k est positif, celui de
K supérieur a n. le capital par téte k

converge vers k*. L'état régulier est —— " —
stable. k,




2.2 Le modele de Ramsey

2.2.1 L’hypothése de I’agent représentatif
La fonction d’utilité instantanée est fonction de la consommation u(c) et satisfait :
u'>0, u"<0, Iirrol U'=oo
C—>

La fonction d’utilité est concave. Sa courbure peut étre mesurée par 1’élasticit¢ de I’utilité

. . du'c u"
marginale de la consommation ; o(c)=———=-C—.
dc u u
Une fonction avec élasticité de 1’utilité marginale constante est:
1-o
C —_
u(c) = 1 avec o >0 uic)=Inc  pour c=1 (7)
-0

L’hypothése centrale du modéle est d’admettre que pour expliquer le choix qu’une société fait
entre la consommation et 1I’épargne, une bonne abstraction est de considérer que ce choix est fait
par un agent rationnel représentatif de cette société. Il planifie donc sur un horizon infini selon
son taux de préférence pour 1’utilité présente, p. Cela implique qu'il est parfaitement altruiste et

tient compte de I’utilité de chaque enfant (en nombreme™ ). C'est une abstraction du fait qu'un
agent tient compte du bien-étre de ses enfants qui tiennent compte du bien-étre des leurs, etc...
La fonction objectif de I’agent représentatif est :

U= j e 7te™ u(c(t)). dt
0

La condition d’existence d’une solution au probléme1 de 1’agent représentatif impose que cette
fonction objectif soit bornée, et donc que la préférence pour le présent soit positive et
suffisamment forte :

o>N (8)

2.2.2 L’équilibre de I’agent représentatif

Le probleme de I’agent représentatif est:

Max e U = [ e'e™ u(c(t)).dt 9)
0

sous @ w(t) +r(t) . a(t) = c(t) +n.a(t) + Da(t)
ao > 0 donné

1 Pour qu'il existe une solution d'équilibre, il faut que I'utilité soit bornée. Pour cela, il faut que la
préférence pour le présent soit suffisamment grande, afin qu'il existe une solution au choix rationnel de I'agent. Pour
une société qui vit indéfiniment ou pour un agent représentatif, altruiste et en ce sens immortel une préférence pour
le présent positive assure I'existence d'une solution au choix de 1’agent. En effet, sans préférence pour le présent, il
n'existerait pas d'action rationnelle. La consommation serait indéfiniment retardée pour permettre plus
d'investissements. En l'absence de préférence pour le présent, la génération présente (altruiste) investirait la totalité
de son revenu, puisque toute diminution, si grande soit-elle de son bien-étre, sera compensée par l'augmentation
infinie du bien-étre d'un nombre illimité de générations futures. Comme cela est vrai pour chaque génération, ce
bien-étre ne se réalisera jamais. Une telle société, sans préférence pour le présent, découvrirait que son taux
d'épargne optimal n'existe pas, puisque pour tout taux inférieur a 100%, il existe un taux plus élevé qui procure un
bien-étre intertemporel plus grand, mais le taux de 100% lui-méme donne une consommation nulle.



(a) représente les actifs nets par téte, (a) est mesuré en unités de consommation. Les agents
détiennent des actifs sous forme de droits de propriété sur le capital ou sous forme de préts. Ils
peuvent préter et emprunter entre eux, mais l'agent représentatif (I'économie est fermeée) a une
position nette, nulle a I'équilibre. Puisque les deux sortes d'actifs, le capital et les préts, sont
supposes parfaitement substituables, ils doivent rapporter le méme taux de rendement réel, (r).
La contrainte de budget d'un agent peut s'écrire comme une contrainte d'accumulation :
Da=w+(r—n)a—c. Les actifs par téte (a) augmentent avec le revenu par téte, w + ra, et
baissent avec la consommation par téte (c) et du fait de I'augmentation de la population, (na)
puisque les agents sont dotés par I’altruisme de leurs parents d’un portefeuille d’actifs.

Le Hamiltonienest:  H=¢e ""y(c)+ n(w+ (r-n)a- c)
OU w(t) =A(t).e ™ (4 estle prix implicite non actualisé et v le prix implicite actualisé des

actifs. Ci-dessous, on appelle v la valeur de I’épargne)
Les conditions du premier ordre sont :

My =y (10)
oc

dv JH

-2 Dv=—v(r—n 11
dt Ja = by =—v( ) (1
limv(t).a(t) =0 (12)

L’équation (10) dit que I’agent égalise la valeur de son épargne a la valeur de sa consommation
(A=u").

L'équation (11) est la condition d'optimalité sur le taux de croissance de la valeur de I’épargne.
Dv =—v(r-n) = —E:r—n

14
La valeur de I’épargne diminue au taux (r-n). Cette condition d'optimalité est intuitive : la valeur
en terme d'utilité actuelle, des actifs détenus par un individu, diminue dans le temps & un taux

égal a leur taux de rendement (r).

L'équation (12) est la condition de transversalité. Elle indique que la valeur actualisée des
actifs par téte (la quantité a(t) multipliée par le prix v (t)) doit étre nulle a la « fin » de la période
de planification. En effet, la dynastie pourrait augmenter son utilité si les actifs détenus jusqu'a
cette période terminale étaient utilisés pour augmenter la consommation. Il ne faut donc pas trop
accumuler :

Selon (11), le prix des actifs v diminue dans le temps au taux (r-n) : v(t) = v(0).e ™.

Posons a(t) =a(0).e” ou z est le taux de croissance de la quantité d'actifs. La condition de

transversalité devient alors : lima(0)e*.v(0)e "™ =0 =z<r—n. Pour satisfaire cette
t—o

condition, il faut donc que la quantité d'actifs par téte (a), croisse a un taux (z ) inférieur a (r-n),
ou de maniére équivalente, que la quantité d'actifs de la dynastie (A=L.a), croisse a un taux
inférieur a r. Cette condition dit qu'il n'est donc pas optimal pour une dynastie d'accumuler
éternellement une quantité positive d'actifs a un taux plus élevé que r, car elle pourrait augmenter
son utilité en consommant ces actifsz2. On peut écrire cette condition :

2 En cas d'emprunt, a(t) est négatif, et on peut se demander s'il n'est pas optimal de s'endetter éternellement, de faire
croitre la dette a un taux supérieur a r. Les dynasties (éternelles) aimeraient emprunter sans jamais avoir a
rembourser le principal ou les intéréts, en remboursant chaque emprunt par un nouvel emprunt. Dans un jeu de
Ponzi, I'agent emprunte 1 euro pour consommer et utilise un nouvel emprunt, de (1+r) ou plus, pour reconduire son



r>n+z (al'état régulier z=0etr>n) (13)

Les deux conditions du premier ordre (10) et (11) peuvent se résumer en une seule condition qui
porte le nom régle de Ramsey-Keynes.
En prenant la dérivée logarithmique de (10) Dv = D_ul_ (p—n)

v u

En divisant (11) par v a droite et a gauche : _Dv =r-n
v

En égalisant ces deux équations, on obtient la régle de Ramsey —Keynes r = p—D—lf
u

Cette condition d’optimalité du comportement de 1’agent représentatif est trés instructive. La
regle de Ramsey-Keynes nous dit qu'a I'équilibre, les agents égalisent leur taux d'intérét
psychologique au taux d'intérét. Le taux d'intérét psychologique indique que les agents préférent
la consommation présente a la consommation future pour deux raisons. Premiérement, le terme
p apparait parce que les agents déprécient l'utilité future a ce taux. Deuxiémement, le terme
Du'/u' apparait parce que les agents tirent plus d’utilitt marginale d’un niveau de
consommation faible que fort puisque la fonction d’utilité est concave

Du’ u"Dc u" Dc . r u") Dc
Remarquons que o = " :F'C'T donc la régle s’écrit : 1= p—(c u_jT Avec la

fonction d'utilite (7) on a (c —Ij =—0, et alors la régle s’écrit :
u

r:p+a% (14)

On voit que si la consommation croit dans le temps (Dc/c > 0), comme les agents préférent a la
marge leur petite consommation présente a leur forte consommation future cela constitue bien
une bonne deuxiéme raison de préférer a la marge la consommation présente. Plus o est élevé,
plus la consommation présente est utile a la marge, et plus leur taux d’intérét psychologique est

. S Dc 1 \
fort. En résolvant la derniere écriture en —=—(r—p), la régle de Ramsey-Keynes peut
cC o

également s'interpréter ainsi : les agents choisissent un profil de consommation parfaitement
uniforme, avec Dc/c = 0, si r = p. En revanche, ils n'acceptent d'épargner pour obtenir un profil

croissant (Dc/c > 0), que s'ils recoivent en compensation un taux d'intérét r suffisamment
supérieura p.

2.2.3 L’état régulier

L’état régulier est un équilibre concurrentiel de croissance a taux constant.

A I’équilibre concurrentiel les agents maximisent leurs objectifs sous contraintes et les marchés
sont équilibrés.

principal et payer les intéréts. Dans ce cas, la dette de la dynastie croitrait perpétuellement au taux r ou a un taux
plus élevé. Mais cette dynastie emprunteuse devait trouver un préteur consentant, c'est-a-dire une dynastie désireuse
de détenir une quantité d'actifs croissants au taux r ou a un taux plus élevé (I’extérieur ou 1’Etat). Mais la condition
de transversalité dit que les préteurs ne souhaitent pas, acquérir des actifs a un taux aussi élevé. Par conséquent, a
I'équilibre, aucune dynastie ne pourra s'endetter indéfiniment, et la condition d'optimalité sera donc également
vérifiée pour les emprunteurs (et du méme coup la contrainte de richesse finale).



L’équilibre des consommateurs est caractérisé par : (10)(11)(12)

L'équilibre des producteurs se résume aux équations (1) et (2)

Puisque les deux sortes d'actifs, le capital et les préts, sont supposés parfaitement substituables,
ils doivent rapporter le méme taux de rendement net, r. Le prix de location du capital par le
producteur (R) doit étre égal a r auquel s’ajoute le coit li¢ a I’amortissement du capital. R =r +
o.Enrésumé f'k)=r+0 et f(k)-k.f'(k)=w.

L'équilibre des trois marchés est réalisé. Sur le marché du capital, la condition d'équilibre des
flux (1, =S,, Vt) implique la condition d’égalité des stocks A =K, ou A, est ’offre d’actif de
la part des consommateurs et K, la demande de capital de la part des producteurs. En divisant
par L cette condition d’équilibre s’écrit: a=Kk.

On peut alors réécrire la contrainte d'accumulation de I'agent représentatif Da=w+ (r—n)a—c
en fonction de k de fagon a obtenir 1’équation dynamique du capital. En replagant a par k on
obtient :

Dk=f(k)—c—[n+5].k (15)
C'est I'équation dynamique du capital dans le modele de Ramsey. Elle correspond a I'équation
dynamique fondamentale du modéle de Solow ou on suppose 1’épargne exogeéne
Dk =s.f (k)—[n+5].k . Remarquons que si le taux d'épargne est supposé exogéne, la dynamique

de la consommation est déterminée par la dynamique de y, elle-méme déterminée par la

dynamique de k. Dans le modéle de Solow la dynamique du capital est suffisante pour déduire
. i D D Dk D

les dynamiques des autres variables. En effet : ¢ =(1-5s) f (k), donc e e iy

C y a

Dans le modele de Ramsey, I'évolution de la consommation est déterminée par la régle de
Dc

Ramsey-Keynes : — =—(r—p). A I'équilibre concurrentiel, la variable r est égale a la
c o
productivité marginale du capital nette de I’amortissement: r= f'(k)—oJ . L'évolution de la

consommation est donc déterminée par
Dc 1,,,
—==[f'(k)-5-p] (16)
cC o

A l'état régulier, toutes les variables croissent a taux constant. Or si Dk/k>0, k® ¥,
et d'aprés les conditions d'Inada f"'(k)® 0. Dans ce cas, d'apreés (16) Dc¢/c <0. Ce cas est donc

impossibles. Le cas inverse I'est également. Le seul cas possible est le cas ou Dk = Dc =0.

Les valeurs de ¢ et k d'état régulier sont donc solutions de deux équations differentielles
(15) et (16) annulées, elles satisfont les deux conditions suivantes :
Dk =f(k)—c—[n+5]k=0 & c*=f(k*)—-(n+o)k™* 17)

De=l[f'k)-5-plc=0 o  f(k9Y=5+p (18)
(2
L'équation (18) est une implication de la régle de Ramsey-Keynes (14) a I'état régulier. A

I'état régulier, puisque Dc=0, ona
r*=p (19)

3 Puisque Dc/c et DK /K doivent étre de méme signe. Pour le montrer il faut étudier les variations de C par
rapport au temps.



La figure 1.4 illustre 1’état régulier :

Dc =0 implique une valeur particuliere pour la productivité marginale du capital (pente 6+ p
sur le graphe du haut) et donc pour le capital par téte (droite verticale en k* sur le graphe du
bas). Cette productivité marginale du capital détermine un taux d’intérét qui détermine de fagon
endogéne I’épargne d’état régulier (courbe s*.f(K)).

Dk =0 implique une valeur particuliére pour ¢ : que la consommation soit un résidu apres
investissement requis (lentille comprise entre la fonction de production et la droite
d’investissement requis sur le graphe du haut) (courbe sur le graphe du bas).

L’intersection de la droite et de la courbe (graphe du bas) satisfait les deux conditions de 1'état
régulier.

L'état régulier est k*,y™*, c*. Les variables par téte sont donc constantes a 1’état régulier. Donc
Dk */k* =Dy */y*=Dc*/c*=0 et DK */K*=DY */Y*=DC*/C*=n.

f (k)

v
=

Dk

I
O

C*

v
=~

k*
Figure 1.4 : état régulier

Un point important illustré sur le graphe est que la pente de la fonction de production a
I’état régulier est supérieure a la pente de la droite d’investissement requis. Ce résultat découle
de la condition d’existence (8) que nous avons posé pour que la fonction d’utilité inter
temporelle soit bornée : r> n. Elle découle également de conditions de transversalité (13) et de

la régle de Ramsey-Keynes a 1’état régulier (19).

2.2.4 Dynamique transitoire

La dynamique transitoire peut s’analyser graphiquement en construisant le diagramme de phase.



En dynamique transitoire, Dc croit ou bien décroit selon que la productivité marginale du
capital est plus ou moins forte :

De=(Yo)[f'(K)-5-plc=0 < f'(k)=5+p < k=k*
De=(Yo)[f'K)-5-plc>0 < f'(k)>5+p < k<k*
Dc=(Yo)[f'(k)-6-p]c<0 < f'(k)<S5+p <= k>k*

En dynamique transitoire DK croft ou décroft selon que la consommation est plus ou moins forte:
Dk = f(k)-c—(n+0) k=0 < c=f(k)—(n+05)k

Dk = f(k)-c—(n+0) k>0 < c< f(k)-(n+o)k

Dk=f(k)-c—(n+0) k<0 < c>f(k)=(n+9)k

La figure 1.5 donne le diagramme de phase, qui décrit la dynamique transitoire du modeéle.

o1 Dc=0 c 4
L
c* o\ . >
k
(o1(0) N R -1 Dk =0
o© |/ 5
Q)" ffoeem I
k@) k* k

Figure 1.5 : dynamique transitoire

Dans le médaillon de la figure 1.5, I’espace est divisé en quatre régions, les fléches
indiquent la direction de c(t) et k(t) dans chaque région. Seules les régions sud-ouest et nord-
est permettent la convergence vers I'état régulier c* et k*. C’est donc dans ces deux régions
que passe le bras stable qui décrit la dynamique convergente de c(t) et k(t). C’est le sentier
selle. Le modéle est donc stable au sens du point selle. En suivant le sentier selle, ¢(¢) et k(¢)
convergent vers c* et k*. Les autres sentiers ne convergent pas vers 1’état régulier.

Le résultat important du modele est qu’il est optimal, pour des agents rationnels comme
ceux que I’on a décrits, de suivre ce sentier selle, et c'est ce qu'ils font.

En effet, si I’économie démarre avec K(0), il existe une seule consommation ¢(0) qui la
positionne sur le sentier stable. Cette consommation est, dans ce modele, déterminée par les
conditions d’optimalité (10)(11)(12). Elle est optimale pour I’instant zéro et pour toutes les dates
futures jusqu'a I’infini, puisqu’elle résulte du probléme d’optimisation. La chronique c(t) qui en
résulte, respecte a chaque date les conditions d’optimalité. Les autres consommations
positionnent I'économie sur un sentier divergent et non optimal. Par exemple, si ¢(0)'>c(0),
cela veut dire que les agents n’épargnent pas assez, la consommation C(t)' va augmenter jusqu'a
ce que, dans la région nord-ouest, k devienne nul, ainsi qu'en définitive, la production et la
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consommation. Si ¢(0)"<c(0), cela veut dire que les agents épargnent trop et dans la région
sud-est, c(t)" va baisser pour que k devienne maximal et en définitive la consommation nulle.

La dynamique transitoire qui résulte de 1’équilibre concurrentiel est celle qui est stable.
C’est le théoréme de l'autoroute. Le sentier selle fait converger I'économie vers I'état régulier,
c'est-a-dire de croissance a taux constant.

2.2.5 L’état régulier spécifié par les fonctions de production et d’utilité

La spécification de la fonction d’utilit¢ par u(c)=Inc, et de la fonction de production par
y = Ak® va nous permettre de résoudre explicitement le modele.

Pour trouver la valeur du capital d’état régulier, on remplace dans la condition (18) f '(k) par
son expression aAk“™* =5+ p etonrésouten k :

1
1o
k*:( oA j (20)
o+p
Le produit par téte efficace et la consommation par téte efficace sont :
Ta
y* = A[ e J et c*=y*—(n+o)k* (21)
o+p

Comme K*, y*,c*sont constantes a 1’état régulier le taux de croissance des variables par téte est

nul. Les variables macroéconomiques (K) croissent au taux n.

Le taux d’épargne/investissement est par définition s = ! = DK:5K = DKY//IT:& :

Le numérateur est égal a n+ 6. Le dénominateur est égal a :
n+
(y/k) = Ak“" = (/o) Aak*™ = (1/a)PmK et donc le taux d’épargne est: S = ap—i. A Détat
m
régulier 1’équation (18) donne la valeur de la productivitt marginale du capital :
Pmk =5+ p+0oX. En remplacant, on obtient la valeur du taux d’épargne endogéne a I’état
régulier :
n+o
p+0
Nous allons maintenant nous demander si cet état régulier et ce taux d’épargne sont optimaux.

S*=q

(22)
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2.3 Optimalité et efficience dynamique

On s'intéresse aux effets du taux d'épargne/investissement sur le bien-étre. A [I'état
régulier, le taux d’épargne, s, détermine le niveau des variables k*, y*, c*. Ainsi, divers taux
d'épargne meneront a des états réguliers présentant des niveaux différents de consommation par
téte et donc de bien-étre.

y y
f (k) f(k)

y*
(n+6)k (n+o)k
C*

5.1(K)

c* s.H(K)

k@) K -9 ‘

S : épargne élevée s : epargne faible
Figure 1.6 : état régulier et épargne/investissement
Sur la figure 1.6, le choix de s par une société (élevé ou faible) détermine le niveau de
consommation par téte a I'état régulier, et donc le bien-étre de la société. Le choix normatif du
meilleur taux d’épargne dépend du critére retenu a priori. Les critéres importants sont le critére
de Phelps, le critere Utilitariste et le critere de Pareto.

2.3.1 Le critere de Phelps

Le critére de Phelps consiste a choisir la valeur de s qui maximise le niveau de consommation
par téte d'état régulier. Sur la figure 1.7 est représenté 1’optimum de Phelps, et le taux d'épargne
optimal de la regle d'or.

(n+d)k

K, k
Figure 1.7 : optimum de Phelps
Le probleme d'optimisation peut étre formalisé comme un probleme de choix de k(s) qui
maximise la consommation sous la contrainte d'état régulier :
Max, : c(s)=(1-s)f (k(s)) sous : s.[ f(k(s))]|=(n+03)k(s)
En reportant la contrainte dans la fonction objectif on a le probléme suivant :
Max, : c(s) = f (k(s))—(n+5).k(s)
La condition du premier ordre est :

S f(K)
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f'(k,,)=Pmk, =(n+75) (23)
Cette condition d’optimalité s’appelle la regle d'or. La consommation par téte d'état régulier est
maximale lorsque le capital par téte d'état régulier est tel que la productivité marginale du capital
est égale a (n+5). Puisque(r = Pmk—5), une autre fagon d’exprimer la régle d’or est d’avoir

I'égalité entre le taux d'intérét et le taux de croissance de I'économie :
r,=n (24)

Le capital par téte et le taux d'épargne optimal au sens de Phelps peuvent se calculer en utilisant
notre spécification Cobb-Douglas.
En résolvant en k I’expression f '(k) = Aak®™ = (n+ ) on trouve :

1

K = (“_AT“ (25)

n+o
En utilisant la définition du taux d’épargne et la condition d’optimalité (23), on obtient :
n+o n+o
Syr = =a =a (26)
Pmk n+o

or
Le taux d'épargne optimal au sens de Phelps est égal a «, I’élasticité du capital dans la
production et en concurrence parfaite a la part des profits dans le revenu. Cette condition
d’optimalité est trés intuitive : la part de revenu que la société investit dans le facteur capital doit
étre égale a la part de revenu que rapporte ce facteur.
Selon ce critére nous pouvons maintenant évaluer le taux d’épargne d’état régulier donné
par (22). Puisque p+0 >n+¢ le taux d'épargne optimal au sens de Phelps (26) est supérieur au

taux d’épargne d’état régulier donné par (22) et k,, est supérieur a k* (20).

Le critére de Phelps comporte toutefois un défaut. Il donne le taux d’épargne qui
maximise la consommation par téte d’état régulier, sans tenir compte de 1’effort nécessaire pour
atteindre cet objectif en dynamique transitoire, et sans tenir compte de la préférence pour le
présent des agents.

2.3.2 Le critere Utilitariste

Le critére Utilitariste est de choisir la valeur de s qui maximise I’utilité de la société de la date
zéro jusqu’a I’infini sous la contrainte d’accumulation du capital. On suppose qu’un dictateur

bienveillant tient compte de tous les individus futurs de la société (™) et pondére les utilités des
générations futures par un facteur d’actualisation (€ ”') ol r est le taux de préférence pour le
présent des agents.

Max @ U = J. e ”'e" u(c(t)).dt
0

Sous Dk = f(k)—c—[n+5]k

Mathématiquement le probléme est le méme que dans 2.2.2. Les conditions du premier ordre
conduisent aux conditions trouvées précédemment :

- La régle de Ramsey Keynes .De_ l[r -p]
cC o
- La condition de transversalité : limk(t).»(0)e "™ =0
t—o0

Le systéme est donc régi par les deux méme équations dynamiques que (15) et (16). A I’état
régulier, toutes les variables croissent a taux constant, pour les variables par téte ce taux est nul.
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Les valeurs de c et k d'état régulier sont donc solutions de deux équations différentielles qui
satisfont les deux conditions suivantes :

Dk=f(k)—c-[n+5]k=0 <  c*=fKk)—(n+5)k*
Dc:i[f'(k)—é—p].c:o o f(kN=6+p

L'éguation précédente donne la regle d'or modifiée par la préférence pour le présent.
f I(kor,mod) = I:)mkor,mod = 5+p (27)

La consommation par téte d'état régulier est optimale au sens utilitariste lorsque le capital par
téte d'état régulier est tel que la productivité marginale du capital est égale a o+ p. Puisque

(r = Pmk—5), une autre facon d’exprimer la régle d’or modifiée est d’avoir 1'égalité entre le
taux d'intérét et le taux d’intérét psychologique :
ror,mod = p (28)
S (k)

rio?t

r +0=n+0

(n+8)k

or

+6=p+0

2
or mod

or,mo

Sar.modf‘(k)

Figure 1.8 : régle d’or et régle d’or modifi¢e

Comparons les deux régles d'or. Maximiser la consommation d'état régulier selon le critére de
Phelps, ou maximiser l'utilité intertemporelle selon le critére utilitariste, ne conduit évidemment
pas a la méme regle d'optimalité. La regle d'or est r, =n, la regle d'or modifiée est 1, ,=p.

Selon la condition d'existence (8) o>n etdonc r, .., >, . Donc (et on le voit sur la figure

or,mo
1.8) le niveau de consommation par téte, qui découle de la régle d'or modifiée, est inférieur a
celui qui résulte de I'application de la régle d'or. En effet, la regle d'or modifiée résulte d'une
modeélisation ou le dictateur bienveillant tient compte de la préférence pour le présent de 1’agent,
et cette preference pour le présent a un prix : c'est I'écart entre ¢, ., €t C,, .
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Le taux d'épargne optimal au sens Ultilitariste peut se calculer en utilisant notre spécification
Cobb-Douglas (y=Ak”). En utilisant la définition du taux d’épargne et la condition

d’optimalité (27), on obtient :
n+o

p+0

S

(29)

or,mod =a

Ce taux d'épargne optimal au sens de utilitariste (29) est identique au taux d’épargne d’état
régulier donné par (22). Un dictateur bienveillant qui tiendrait compte du taux de préférence pour
le présent des agents déterminerait un taux d’épargne identique a celui que détermine I’agent
représentatif dans une économie décentralisée. L’équilibre concurrentiel est donc optimal au sens
utilitariste. On va maintenant se demander si ce taux d’épargne est optimal au sens de Pareto.

2.3.3 Le critere de Pareto

Une situation est optimale au sens de Pareto quand il n’existe pas d’amélioration au sens
de Pareto (ASP possible). Il n’existe pas d’ ASP possible lorsqu’il n’est pas possible d’augmenter
I’utilité d’un agent sans avoir a diminuer ’utilit¢ d’un autre agent.

L’équilibre de concurrence pure et parfaite est optimal au sens de Pareto. Mais si on
introduit des biens particuliers ou des situations particuliéres, il peut y avoir rupture entre
I’équilibre et ’optimum. Les externalités, les biens publics, la concurrence imparfaite et les
défauts d’information (aléa de moralité et sélection adverse) sont des cas de rupture entre
équilibre et optimum. En présence de ces cas il est possible d’augmenter 1’utilité d’un agent sans
avoir a diminuer celle d’un autre. C’est le cas aussi lorsque le nombre de biens et d’agents est
infinia.

Montrons que sans I’hypothése selon laquelle le nombre de biens et d’agents est fini il se
peut que 1’équilibre concurrentiel ne soit pas un optimum de Pareto. Supposons une économie
avec un seul bien en quantité infinie et un nombre infini d’agents. Chaque agent se retrouve a
I’équilibre concurrentiel général avec une unité de bien. Chaque agent maximise son utilité, il
n’y a pas d’échanges profitables. Mais cet équilibre n’est pas un optimum de Pareto car il existe
une ASP possible. Rangeons les agents par ordre de numéro : 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... . Obligeons
chaque agent a donner a celui de gauche son unité de bien. Alors I’agent 1 y gagne, il aura deux
unités de bien et personne n’y perd puisque chacun retrouve une unité. On a donc une ASP.
Remarquons que, si le nombre d’agent (et de biens) était fini, ’ECG serait un OP puisque qu’il
n’existerait alors pas d’ASP, I’obligation de donner son unité de bien I¢serait le dernier agent. Ce
probléme n’est pas qu’un amusement théorique. Dans notre économie temporelle la durée de
I’économie n’ayant par hypothese pas de fin, le nombre de bien et d’agents est a priori infini.
Cela pose un probleme d’inefficience nouveau, connu en macroéconomie sous la dénomination
d’inefficience dynamique qui se traduit concrétement par le fait que le taux d’épargne peut étre
trop fort au sens de Pareto.

Puisque le taux d'épargne (29) est inférieur a celui de la régle d'or, une augmentation de
ce taux, augmente le niveau de la consommation par téte d'état régulier. De méme si un taux
d'épargne était supérieur a celui de la régle d'or, une réduction augmenterait le niveau de la
consommation par téte d'état régulier. Cette constatation n'implique cependant pas, que la
modification du taux d'épargne soit toujours une amélioration au sens de Pareto.

4 Une hypothése du modéle d’équilibre concurrentiel général est que le nombre de biens et d’agents est fini.
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or

or,mod

S 1

or,mod or

S

Figure 1.9 : I’épargne et la consommation

La figure 1.10 illustre le cas d'inefficience dynamique lorsque I'épargne est trop forte
(s1>sor). Si I'épargne est trop forte et donc le capital d'état régulier k*(s,), on peut étre sir que le

dictateur bienveillant a intérét a baisser le taux d'épargne. Ce taux d'épargne est inefficient, car
une consommation par téte plus élevée pourrait étre obtenue en tout point du temps, en
diminuant le taux d'épargne. Cette politique est une amélioration au sens de Pareto.

y(s)

f
f

k(s) k

or

Figure 1.10 : épargne trop forte, et inefficience dynamique.

Dés la date (to) de la politique (baisse de S a sor), la consommation se retrouve
immédiatement au dessus de son niveau initial et y reste durant toute la dynamique transitoire,
c'est donc une bonne politiqgue (au sens de Pareto : toutes les générations y gagnent). Une
épargne trop forte est une inefficience dynamique car une consommation par téte plus élevée
pourrait étre obtenue en tout point du temps.

La figure 1.11 illustre le cas ou I'épargne est faible ( s < Sor). Si I'épargne est faible et donc

le capital d'état régulier, on ne peut pas dire qu’augmenter le taux d’épargne soit une
amélioration au sens de Pareto.
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y*(sor) /
(n+8)k
Cor
y*(s) C*(Sor)
C*(S) Sor Y C*( s )
sy
t T t
k(s) Kor k

Figure 1.11 : épargne faible, optimale au sens de Pareto.

A la date (to) de la politique la consommation baisse, puis augmente progressivement
durant la dynamique transitoire et se retrouve en fin de compte au dessus de son niveau initial.
Mais durant la dynamique transitoire, entre toet T la consommation est en dessous de son niveau
initial. Augmenter le taux d'épargne augmentera le bien-étre des générations futures, mais baisse
pour l'instant le bien-étre des générations présentes. Cette politique n'est donc pas une
amélioration au sens de Pareto.

Il en résulte que tous les états réguliers déterminés par des taux d’épargne faible (a
gauche de kor) sont des optima de Pareto, puisqu'il n'est pas possible d'améliorer le bien-étre
des générations futures sans diminuer celui des générations présentes. Nous avons donc montré
que le taux d’épargne optimal au sens utilitariste s déterminé par (29) est optimal au sens de

Pareto. Il en est de méme du taux d’épargne d’état régulier donné par (22).

or,mod

En résumé : Tous les états réguliers a droite de k, ne sont pas des optima de Pareto.
Tous les niveaux de capital & droite de k, constituent une suraccumulation de capital. Une

épargne excessive conduit a une suraccumulation du capital. Puisque la Pmk est décroissante,
accumuler trop de capital diminue la consommation d'état régulier. 1l y a inefficience dynamique
des lors que f'(k)<(n+0).

n+ 5k

Inefficience dynamique

2.3.4 Optimum de Pareto et état régulier concurrentiel
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2.3.4.1 Le premier théoréme de I’économie du bien étre en dynamique
On vient de montrer que tous les états réguliers a gauche de kor sont des optima de Pareto. On
peut donc en tirer le premier théoréme de I’économie du bien étre en dynamique : L’état
régulier du modéle a agent représentatif est un optimum de Pareto.

2.3.4.2 L’absence d’inefficience dynamique dans le modéle de I’agent représentatif
Puisque par la condition d'existence, I’état régulier du modele a agent représentatif est
nécessairement a gauche de k,,, l'excés d’épargne ne peut pas exister. Le taux d’épargne est

optimal, il ne peut étre trop élevé.

2.3.4.3 Les économies reelles sont elles en inefficience dynamique ?
Une économie est en inefficience dynamique si selon la régle d’or le taux de croissance est
supérieur a la productivité marginale du capital nette de I’amortissement ( Pm(k*)—o6 <y). En
théorie (concurrence parfaite et capital réel et préts substituables), la Pmk nette est égale au taux
d’intérét Pm(k*)—o =r et donc l'autre critére d’inefficience est r <y .

Une premiére fagon est de calibrer la productivité marginale du capital en supposant une
Cobb-Douglas on a : Pmk=«(y/k). En prenant un rapport y/k de Iordre de 1/2 et en
supposant que o« =1/3, on trouve une Pmk brute égale a 16,6%. En supposant un taux

d’amortissement de 6.6% la Pmk nette est de 10 %. Comme le taux de croissance de longue
période du capitalisme est de y=2,5% on conclu que les économies ne sont pas en inefficience

dynamique ;| (Y/K)—&>y| Evidement ce raisonnement est trés sensible au rapport y/k

choisis, il ne vaut plus si y/k=1/4.

Une seconde facon est de considérer le taux d’intérét sans risque tel que le taux de la
dette publique. Celui-ci, sur la longue période se situe aux alentours de 1 %. Cela laisserait
penser que les vielles économies capitalistes ont sur accumulé le capital et sont en inefficience
dynamique : [T <y]. Mais I’hypothése selon laquelle la productivité marginale nette du capital est

correctement mesurée par le taux d’intérét réel sans risque de la dette publique est contestable.
Dans la realité le rendement du capital est incertain. Mehra et Prescott (1985) on montré que sur
la longue période le rendement moyen du capital investit en bourse était de 1’ordre de 8 % alors
que le taux d’intérét sans risque était de I’ordre de 1 %, la différence constituant la prime de
risque. Puisque capital et préts sont substituables la rentabilité du capital doit étre évaluée sur la
base de son équivalent certain, c'est-a-dire le taux sans risque. Mais cela pose deux problemes :
1) Une rentabilité du capital de 1 % semble extrémement faible. 2) L’écart entre le taux risqué et
sans risque (entres rendement des actions et des obligations) est trop élevé (énigme de la prime
de risque). Ces paradoxes laissent penser que le taux sans risque n’est peut étre pas la bonne
mesure de la Pmk. Voir Summers (1990).

Une troisiéme fagon a été proposée par Abel, Mankiw, Summers et Zeckhauser (1989).
En multipliant I’inégalité r <y par le stock de capital et en divisant par le PIB, on obtient un

critere rendu plus opérationnel sur la base de I’information tirée de la comptabilité nationale :
rK/Y < yK/Y < part du capital < tauxd ' Investissement <> « <. L’interprétation intuitive de

ce nouveau critere est éclairante. Si a un moment donng, le capital cree plus de ressources, que
I’investissement n’en retire il contribue positivement a la consommation. Inversement, si le
montant épargné et investi est supérieur aux revenus créés par le capital, ’accumulation
contribue négativement a la consommation. De fagon générale la part des profits dans le revenu
est de I’ordre de 30 % et les taux d’investissement sont de 1’ordre de 20 %. Selon ce critére les
économies ne sont pas en inefficience dynamique :[a > s|.
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Une quatrieme facon est de mesurer empiriquement la Pmk. Les principales études
empiriques concluent, pour le monde, a I'absence d'inefficience dynamique, une Pmk largement
supérieure au taux de croissance de long terme de 2,5%.

Mehra et Prescott (1985) le rendement moyen du capital investit en bourse est de 1’ordre de 8 %.
Une étude de Casselli et Feyrer (2006) estime la Pmk nette des pays riches a 8,4 %.

Piketty (2013) estime que r>g avec un rendement du capital aprés impot a 4%-5% sauf au
XXeme siécle.

Une étude récente de Jorda et all (2018) estime le rendement moyen du capital a 7%.

Mais la mesure de I’inefficience dynamique n'a pas recu de réponse définitive. Une raison est
que son observation est difficile. En effet il se pose la difficulté suivante : L’inefficience
dynamique est théoriquement observable dans une économie concurrentielle décentralisée et
fermée. Or les économies réelles ne sont ni décentralisées ni fermées. Le gouvernement a la
possibilité de faire absorber I'épargne excessive par la dette publique. Une économie ouverte a la
possibilité de faire détenir son épargne excessive par I’extérieur par la dette externe. Sans ces
politiques les économies seraient en inefficience dynamique. On ne I'observe pas, pourtant elle
existe.
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2.4 Les génerations imbriqueées d'agents égoistes

Nous allons construire un nouveau modéle pour mettre en évidence les transferts entre
générations. Le modele de Générations Imbriquées (OLG en Anglais). L’identification de
génerations nous oblige a abandonner le temps continu pour le temps discret.

La caractéristique propre du modele a générations imbrigquées est que I'agent a un horizon
de vie finie et qu'il n'épargne que pour sa retraite. En ce sens il ne se préoccupe pas du sort de ses
descendants, et dans un premier temps on le suppose parfaitement égoiste.

Cet égoisme peut étre responsable d’une inefficience dynamique, les décisions prises par des
agents rationnels en concurrence parfaite, peuvent ne pas étre favorables a I’ensemble des
génerations.

Mais l'on peut (Barro 1974) introduire I'altruisme entre parents et enfants. L'altruisme se traduit
par des transferts volontaires d'une génération a l'autre, les parents laissent un héritage a leurs
enfants. Dans 2.5, on supposera l'agent relativement altruiste. Nous nous demanderons si cela
implique I'absence d'inefficience dynamique (comme dans le cas ou il est parfaitement altruiste
du modéle de Ramsey que nous venons d'examiner).

2.4.1 La population
En t nait une génération d'individus, en nombre N, . Ces individus vivent deux périodes :

ils sont « jeunes » et travaillent entre t et t+1 et « vieux » et a la retraite entre t+1 et t+2. Ils
meurent en t+2.
A chaque période ne vivent donc que deux générations. A la période (t/t+1) vivent N,

jeunes et N, vieux. On peut noter N/(t/t+1) ce nombre de jeunes et N.',(t/t+1) ce nombre

de vieux. Le schéma suivant montre comment les générations s’imbriquent.

N tj—l N tv—l
t-1 t t+1
N/ N
t t+1 t+2
N/, A\
t+1 t+2 t+3

Puisque les jeunes de la période (t/t+1)seront les vieux de la période (t+1/t+2)ona:
N/ =N’=N,.

Par hypothése le nombre d’individus nés en t est N, = (1+n).N, , . On suppose donc que
la population croit au taux exogene constant, n et que N, =1.

NN;? = (n+1) (30)

Il faut remarquer que le taux (n) est un taux sur la période (t/t+1). Si la période est par exemple
de 30 ans, un taux annuel n =1% =0.01 correspond a un taux périodique n=0.35 si on

annuel

prend des intéréts composés (1+0.01)* =1.35 ou n=0.3 si on prend des intéréts simples. (Il est

plus judicieux de considérer des intéréts simples).
Les N, individus nés en t engendrent N,,, individus. Chaque individu né en t engendre donc

N . e
N;*l = (n+1) individus. Donc (n+1) est le nombre d’enfants de chaque individu.
t



20

Par la suite on dit pour simplifier "période t" pour période (t/t+1).

2.4.2 Les consommateurs
Les jeunes vendent leur travail et pergoivent un salaire wt qui leur permet de consommer (c.') et

d'épargner (s, )s. Les vieux consomment intégralement (ils sont egoistes) le revenu de leur
épargne avant de mourir. Les contraintes budgétaires d'un agent né en t sont donc :

quand il est jeune en t D¢+ = (31)
quand il est vieux en t+1 I RES (1+ rt+1) S (32)
o i C
La contrainte intertemporelle est donc : ¢! +——=w,
1+ rt+1
Sa fonction d'utilité estent : V, =u(c/ )+ u(cy) (33)
+p

ou p est le taux de préférence pure pour le present. L’agent est égoiste, il ne tient pas compte du

bien étre de ses enfantse.

Remarquons que la fonction objectif est une somme finie et donc qu’il n’y a pas ici de
condition d’existence7 (ce qui autorisera I’inefficience dynamique). Tout ce que 1’on peut
imposer sur p afin que 1'utilité future entre positivement dans la fonction d’utilité c’est que :

Pour wt et r+1 donnés, l'agent, price taker, choisit ct et ct+1 ou de fagon équivalente st. Pour
résoudre le probléme d'optimisation de I'agent né en t, on peut substituer (31) et (32) dans (33) et
maximiser cette fonction par rapport a st.

Wt _ ﬁu (Ctj) 5Ctj + 1 ﬁu (Ctv+1) actv+l

La condition du premier ordre est : _ V -0
5St aCtJ aSt (1+ ,0) 2 Cia 2 St
i v i
Soit : N __ ) + (At hy) AU ((i”l) -0 o [ (Cvt ) _1tn, (34)
s, oc/ (I+p) oc, u'c,) 1+p

La regle d'optimalité intra-générationnelle détermine le TMS intertemporel de I'individu entre
ses consommations sur les deux périodes de sa vie. Il dépend évidemment du rapport entre le
taux d'intérét et son taux de préférence pour le présent. C’est la régle de Ramsey-Keynes en
temps discret (Voir Darreau 2003 page 295).

Ce résultat peut se presenter en utilisant des spécifications particuliéres des fonctions
d'utilité. Nous donnons dans le tableau ce résultat pour les deux fonctions habituelles.

Tableau 1 : TMS pour deux fonctions d'utilité habituelles
¢’ -1
l-o

u u =Ln(c) u=

5 Ne pas confondre S, "I'épargne des jeunes” et S le "taux d'épargne de I'économie" du modéle de Solow.

u(CHl) (1+ n)

Lep  (1+9)

descendant (Vi+1) multipliée par le nombre de descendants (1+n) et actualisée par (l+ ¢) )

7 En fait la condition de transversalité est posée implicitement dans I'équation (2) qui présuppose que l'agent meurt
apres avoir consommeé tout son capital.

6 Plus loin nous considérerons V, :u(ctj)+ V.., Le terme de droite représente I'utilité du
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w©) Ly | o L (1er,)?
uc,) 1+p I Y

On peut alors, grace a ces fonctions, déduire la valeur de I'épargne. En utilisant la
condition d'optimalité et les contraintes, on exprime s, ¢/, ¢,,, en fonction de s, w,,r,,, .

- : —_ Inc/
Exemple en utilisant la fonction d'utilité V, =Inc) + —4L 1 t
+p
Le lagrangien est L =Inc/ + —%% Inc, o4y
1+p 1+ rt+1
H H . Ctv+1 1+ r-t+1
La condition du premier ordre : —==
¢ 1l+p
. 1 i1 W,
Lasolution s: s, = W ¢ = 2+p A cy (1+rt+1)2—t (35)
+p +p +p

L'épargne est une fonction croissante du salaire. La propension a épargner le revenu salarial est
une constante égale a ZI/ (2+ p) lorsque la fonction d’utilité est une fonction log.

¢ -1 : . 1+r 7o
, on obtiendrait s, = ( t+1)

W,
l-o (1+p)7+(1+r,) 7
L'épargne est une fonction croissante du taux d’intérét r si o est inférieur a 1 (I'effet de
substitution domine). L'épargne est une fonction décroissante de r si o est supérieur a 1 (I'effet
de revenu domine). L'épargne n'est pas fonction de r si o est égal a 1 (cas u =Ln(c) ou les deux
effets se compensent exactement). (\Voir Darreau 2003 page 297-299).

Remarquons qu'en utilisant u =

2.4.3 Les producteurs

La production de la période t est : Y, = f(K,AL)

ou L, =N, est le travail fourni par les N, jeunes de la période t.

et K, est le capital possédé par les N, , vieux de la période t.

Pour simplifier on suppose que toutes les entreprises sont identiques. Les rendements sont

constants, le profit est : Y, —-wL —(r+9)K, =0
En concurrence,ona: w, = f(k)—k.f (k) et r+o="f'k).
Pour la fonction Cobb-Douglas : Y, = K,“.L,"* ou en divisant par L, =N, : f(k)=k*,
W =(1-a)k” (36)
. . ' + rt+1 j 7 . ]
s De la condition du premier ordre on a C;,; = —*.c En égalisantavec (2)on a: ¢/ = (1+ p).S,
; i . W
En portant cette expression de C, dans (1) ona: (1+ p).s, +S, =W etdonc S, = >
+p
w_(t-a)y. _(1-a) | _1l-a , . o
. = = = Y. =¢.Y, ou|¢ =——/est le taux d'épargne des jeunes. Mais les vieux
2+ p 2+p 2+ p 2+ p

. . , ) ) . l-a(d+n
désépargnent et (voir encadré 2) le taux d'épargne de I'économie est { = ——| ——
2+ p\1+n
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r=ak -6 (37)

2.4.4 Equilibre concurrentiel

A T’équilibre concurrentiel, les consommateurs maximisent leur utilité, les producteur
maximisent leur profit, les équations (35)(36)(37) sont satisfaites et les marchés sont équilibrés.
Le marché du travail I’est par hypothése, il reste deux marchés, celui des biens et celui du
capital. Par la loi de Walras il suffit donc que le marché du capital soit équilibré. A I'équilibre, on
al =S,.

L’originalité du modele tient dans la formulation de cette condition que 1’on explique en
détail.
L’investissement de la période t,t+1 est : 1, = K, —K, + 0K,
L’épargne globale nette de la période t est égale a 1'épargne des jeunes N,s, moins la désepargne
des vieux qui consomment toute I'épargne qu'ils avaient accumulée, qui est égale au capital de la
période t net de son usure : N, s, , = K, —0K,.
L’¢épargne globale de la période t,t+1 est : S, = NS, —(Kt -0 Kt)
A l'équilibre, 1, =S, s’écrit donc dans le modele OLG :

K., — K, +5K, =N,.s, - K, +5K,, < K, =N.s,.

La caractéristique du modéle OLG est que les vieux désépargnent pour leur retraite. Il en résulte

que 1'épargne des jeunes est égale au stock de capital de la période suivante. Capital qu’ils
consommeront a leur tour quand ils seront vieux.

.. . K N,.s i
En divisant par N,, on obtient — = —"t et puisque N, = N :
N, N, @+n)

1+ n)kt+l =S (38)

C’est ainsi que nous écrirons la condition d’équilibre sur le marché du capital. Cette écriture
résulte de I'introduction de la désépargne pour la retraite dans le modéle OLGo.

2.4.5 Dynamique transitoire et état régulier

Dans ce modéle 1’équation dynamique résulte du fait que st est fonction de wt et de re+1,
on obtient une équation de récurrence entre k et k+1.

. __S :St(W(kt)!r(kHl)):St(f(kt)_kt'fl(kt)!fl(kt+l))
“ 14n 1+n 1+n

Elle a comme solution d'état régulier ki = ke+1. Cette solution n'est pas garantie dans le cas
général. 11 se peut qu’elle n’existe pas, qu'elle ne soit pas stable ou qu'elle ne soit pas unique que
la dynamique soit oscillatoire et non asymptotique (voir Romer 1997 p88 et Abraham-Frois
dynamique économique, ou instabilité cycle et chaos). L'état régulier existe, est unique et stable,
si la fonction d'utilité est logarithmique et la fonction de production est une Cobb-Douglas. C’est
ce que nous supposerons. Dans toute la suite nous supposons un état régulier unique stable et une
dynamique transitoire non oscillatoire.

Avec la Cobb-Douglas en remplacgant st par (5) et wt par (6), I'équation de récurrence estio :

9 Solow: | =S = DK+ 06K =S = DK =sY —oK

OLG: I=S=K,_,—K, +5K, =S/ —Désépar’ =S’ K, +K, =K, =S/
Dans le modele de Solow, I'épargne augmente le stock de capital. Dans le modele OLG, I'épargne des jeunes rachéte
le stock de capital désépargné par les vieux (éventuellement elle I'augmente, s'il y a plus de jeunes).
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k.= L-a)k”
*@+n).(2+p)
C’est une équation de récurrence croissante et concave en ki. Dans ce cas, la figure 1 montre

I'évolution de ki+1 en fonction de ki. A partir de ko le stock de capital par téte augmente et
converge Vvers :

(39)

l-a

(1-a) i a 4 ﬁ
k*: — = 40
{(1+ n)-(2+,0)} (10‘)(1+ n).(2+ p) {(n+5)} “0)

La seconde écriture correspond a celle du modéle de Ramsey ou le dénominateur est la Pmk, la
troisiéme a celle du modéle de Solow ou ¢ est le taux d'épargne (voir encadreé 2).

Pour cette valeur d'état régulier k* la productivité marginale du capital est :

-

fr(k*) = ak D = o 2 @+n)2+p) (41)
24
Figure 1 : Convergence du capital vers I'état régulier
Kes1 = ke
kt+l A
1
ki
ke

ko k*

Les propriétés du modele sont identiques a celles du modele d'agent représentatif, sauf trois : 1)
I'instabilité est possible ici si la fonction dutilité n'est pas logarithmique et la fonction de
production n'est pas Cobb-Douglas, ce que nous ignorerons, 2) k* peut étre dans ce modele
supérieur au niveau de capital par téte de la régle d'or, I’économie peut étre en inefficience
dynamiqgue, ce qui nous intéresse particulierement, 3) la consommation des jeunes et des vieux
est identifiable.

Encadré 2 : Modéle OLG résolu comme le modele de Solow
Le modeéle de solow se résout en annulant I'equation dynamique fondamentale dans laquelle
intervient le taux d'épargne exogene. Il nous faut d'abord calculer le taux d'épargne
macroéconomique dans le modele OLG puis transformer I'équation de récurrence en équation
dynamique fondamentale.
1) Calcul du taux d'épargne macroéconomique

L’épargne globale de la période t,t+1 est : S, = N,s, —(K, —oK,)

YooY, S, 1 1
_ol e done =g — 5
oy, Ty, Oy T ey @)

\

Y,

t

S
S, =Ny, —¢Y, +cY,, donc Y—t =c

t

Y, Y,

t t t

g ) . ) 1 o o+n
Le taux d'épargne macroéconomique est: ¢ =¢|1— + =¢| ——
(1+n) (1+n) 1+n

10 L'équation de récurrence (39) est identique a I'équation dynamique fondamentale du modéle de Solow, voir
encadreé 2.
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1- _
Sachant que ¢ :M(voir nbp9) Le taux d'épargne est: ¢ = 1-a (Mj
2+ p 2+p )\ 1+n

2) I'équation dynamique fondamentale.
A l'équilibre, on a I, =S, que I'on peut écrire maintenant I, =Y,

K., —K,+5K, =Y, endivisant par N
kt+l(1+n)_kt +5kt =aY,

_ a _ : _ é/kta (1_5)
ke (1+0) =k +(1-06)k, soit k”l_(1+n)+(1+n)k‘

On peut résoudre cette équation de récurrence a I'ER en posant k., =k, ou bien on peut en
enlevant a droite et & gauche k, pour faire apparaitre I'équation dynamique du modele de Solow :

-k = 6 K + (1_5)— soi — :L “—(n+
ok s stk -l (k]

A IER k., —k =0 etdonc I'épargne est égale a I'investissement requis : ¢k~ =(n+5)kt

1

. (1—aj(5+n) = .

et k*= L o soit encore k* = 20 NI T o
(n+0) (n+0) @+n)

2.4.6 Consommation des jeunes et des vieux
Des équations : ¢/ +s, =w,, ¢, =(1+r,)s , W=L-a)k" L =ak -5, L+n)k,, =5,

) , c’ ) : c’
On obtient w, —¢! =—* _ =(1+n)k , soit l—-a)k* —c! =——— - (1+n)k
t 't (1+rt+l) ( ) t+1 ( )kt t (1+aka_1_5) ( )

t+1
Donc: ¢! =(1-a)k’ —(L+nk, et ¢, =@1+n)k, (1-5+ak')

La consommation totale en t est: C,=Nc/+N,,c'. En divisant par N, on défini la

t+1

\

consommation totale par travailleurs en t : Définition: ¢, =c'+ a - )
+n

A I’état régulier on obtient :

¢l =@1-a)k* —(@1+n)k c'=1+n)2-8)k+AL+n)ak” (42)

c=k”—(n+5)k (43)

La « consommation par téte agrégee » est égale a la production moins 1’investissement requis
comme dans le modéle a agent représentatif. Mais observons que le modéle a générations
imbriquées nous fournit un renseignement supplémentaire : les vieux consomment le capital plus
le revenu du capital, alors que les jeunes consomment le salaire moins le capital de la période
suivante. Le niveau du capital par téte ne procure pas la méme consommation aux jeunes et aux
vieux ce qui peut étre source d'un conflit entre générations. Construisons un graphe qui le mette
en évidence.
On peut représenter les équations (42) et (43) :
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Figure 2 : Préférence pour le présent et consommations des jeunes et des vieux
CV

1+n

KoK ke K k

Lecture du graphe : Ces courbes dépendent de «,n,etk™*. Elles sont tracée pour aetn donnés (
a=0,3etn=0,35¢et 6=0) et pour k* variable. Puisque k* est fonction de a,n,p, et
puisque aetn sont donnés, seul p varie. k* est une fonction décroissante de p, quand la
préférence pour le présent p baisse, k* augmente. Plus le capital d’état régulier est important,
plus les vieux consomment. Pour les jeunes dans un premier temps, un plus fort capital d’état
régulier augmente leurs salaires, puis la décroissance des rendements, rend I’augmentation du
salaire inférieure a I’investissement requis et la consommation baisse.

Donc pour différents p la combinaison c’,c’ est évidement différente. Représentons ces
possibilités dans le plan (¢’,0,c").

Figure 3 : Courbe des possibilités de consommation d’état régulier

Ca - Le long de la courbe des possibilités de
cv |k 45° consommation (0,C") , le capital par téte
K augmente de 0 & K. 11 le taux de
- préférence pour le présent diminue
P p -si k=0alors ¢’ =0 et c' =0

-si k=k alors ¢'=0etc’'=C"
§ -si k =Kalors ¢/ =¢ et ¢’ =¢
-si k =k alors ¢! =c¢” sur la droite & 45°

éi > C j

Remarque : Le cas k =k oll ¢! =c¢" sur la droite & 45° est la seule solution du modéle & agent
représentatif de Ramsey. En effet pour un agent représentatif (ni vieux ni jeune), la condition de
11 Remarque : il est difficile de calculer I’équation de la CPC, mais facile de calculer sa pente :

dc’ dc'/dk  (L+n)a’k“
dc' dc'/dk  (1-a)ak®™ —(1+n)

~ [a(l—a)

. Elle est positive pour les valeurs de k inférieures, négative pour les

valeurs supérieures a k=
1+n

1
l-a
qui est le capital qui maximise la consommation de jeunes.
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. s oy C 1+, ,
Ramsey-Keynes dans le cas d’une fonction d’utilité logarithmique est —% ==L A ]état

c l+p
régulier (sans progrés technique) comme c,, =c, on a nécessairementp=r*. Il n'y a qu'un

capital k = k compatible avec le taux de préférence pour le présent de I'agent.

Encadré 3 : ’hétérogénéité de la préférence pour le présent

1+ r’t+1

; . . - c
Dans le modele de ’agent représentatif, la condition de Ramsey-Keynes est -+ = T
C, +p
A Tétat régulier, la consommation par travailleur est constante dans le temps et donc la
préférence pour le présent est égale au taux d’intérét. Il en résulte qu’il est impossible que deux
agents aient des taux de préférence pour le présent différents puisque le taux d'intérét est unique.

Y +r

x g N . . C 1 :
Dans le modéle a génération imbriquées la condition du premier ordre est ‘—*jlz—”l et il

¢ 1+)p°
n’est pas nécessaire que la consommation des jeunes soit €gale a la consommation des vieux. A
I’état régulier la condition est k, =k, , et ¢, =c,, elle n'implique pas ¢/ =c,, . Donc la préférence
pour le présent de chaque agent (c) n’a pas besoin d’étre égale au taux d’intérét. Il en résulte
qu’il est possible que deux agents aient des taux de préférence pour le présent, différents. La

consommation par travailleur est constante dans le temps mais la consommation de chaque
individu peut varier dans le temps en fonction de la préférence pour le présent de chacun.

2.4.7 Inefficience dynamique dans le Modeéle a Gl

Comme nous I’avons vu dans 2.3.3 I’inefficience dynamique se révele par la comparaison
de la position respective du capital d’état régulier et du capital qui maximise la consommation
par téte. On a calculé k*, calculons maintenant kor et comparons les deux.

24.7.1 Laregled’or.
La contrainte d'accumulation (Y-1=C) de I'économie en t s'écrit ici :

F(K,N)—(K; —K +5K)=N,c) +N,_,.¢ < f(k)—(A+n)k,, —(1-5)k)=c/+ (1+ln) c/

A T'état régulier ¢ et k sont constants. Posons c*' +———.c*' =c*, la consommation par

@+n)

travailleur agrégée. La contrainte d'accumulation devient :
f(k*)—(n+5)k*=c* (44)

Elle est identique a celle du modéle de 1’agent représentatif, la consommation par travailleur
d'état régulier est égale a la production par travailleur, moins « l'investissement requis » pour
maintenir le capital par téte a son niveau d'état régulier. En appliquant le critére de Phelps de
maximation de "la consommation par téte d'état régulier”, en maximisant (44) par rapport a k, on
tire la régle d'or :

f'k")=n+o (45)
Le capital par téte qui Vérifie la régle d’or peut étre calculé en utilisant la fonction Cobb-Douglas
f(k)=k*,ona f'(k)=ak*" eton obtient :

%—a
Ko = (Lj (46)

n+o
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On a expliqué qu'il y a inefficience dynamique et suraccumulation si k* > kor. En comparant
(40) et (46) on voit que ce cas de figure est possible :

2.4.7.2 L’état régulier peut étre en inefficience dynamique
-Si e .2 ., ¢@ 1+n).2+p) < N+5 =f'k¥<n+s<r*<n
@+n).2+p) n+o l-«a

- Si ¢ >a < tauxdépargne > o

Si les parametres (a,p,n,0) vérifient cette relation, alors 1I’économie est en inefficience

dynamique. Une suraccumulation peut se produire dans ce modele, si la part du capital («) est
faible et si le taux de préférence pure pour le présent ( p) est faible, Ces deux phénomenes, l'un

du cote de I'offre (), l'autre du coté de la demande ( o), poussent le taux d'interét a étre faible et

le taux d'épargne a étre fort. Il y a inefficience dynamique si le taux d'intérét est inférieur au taux
de croissance r* <nou si le taux d'épargne est supérieur a la part du capital.

Pourquoi est-il possible d'étre en inefficience dynamique dans ce modéle ?

Dans ce modé¢le a générations imbriquées, rien n’oblige la préférence pour le présent a
étre suffisamment élevée contrairement au modele d’agent représentatifiz, puisqu’il n’y a pas de
condition d’existence (voir les commentaires de 1’équation (33)). Dans ce modéle p peut étre

trés faible, voire nul, voire méme négatif. Dans ce cas d’inefficience dynamique, théoriquement
possible (moins empiriquementis), les agents optimisateurs du modele de générations imbriquées
peuvent trop épargner au sens de Pareto. Ce résultat d'inefficience possible est maintenant
compris mathématiquement. On comprend que dans le modele d'agent représentatif on a une
condition de transversalité qui n'existe pas dans le modele a générations imbriquées. Mais quelle
est I'intuition derriére ce résultat ? En effet : Cette situation d'inefficience était impossible dans le
modéle de Ramsey ou l'agent représentatif optimisait son épargne. Comment se fait-il, que dans
le modele a générations imbriquées, bien que les agents décident de leur épargne par
optimisation, bien qu'il n'y ait pas d'externaliteés, bien que les marchés soient en concurrence
parfaite, I'épargne puisse étre excessive ?

Parce que pest faible certes ! C'est la condition nécessaire ! Mais la possibilité
d'inefficience dynamique du modele a générations imbriquées provient de la coexistence de trois
hypothéses a la base de la modélisation : 1) la durée de vie finie d’agent égoistes 2) la
coexistence des générations 3) d'un nombre infini de générations.

Si les agents (a faible p) veulent beaucoup épargner pour avoir une forte "retraite™ alors

I’épargne est forte, le stock de capital est ¢levé et le taux d’intérét est faible et ils ont en
définitive une petite retraite. lls sont d'autant plus obligés d‘épargner que le taux d'intérét est
faible...et ce faisant ils diminuent le taux d'intérét etc... Dans le modéle a générations
imbriquées, en concurrence parfaite, si les jeunes veulent consommer quand ils seront vieux, ils
sont obligés d'épargner, méme si le taux d'intérét r* est faible. Si les jeunes épargnent une unité
de revenu ils auront (1+r¥) a dépenser dans leur vieillesse. C’est la seule solution pour eux en
concurrence. Mais il existe dans ce modele (par la coexistence de deux genérations) une

12 Comme on I’a vu au paragraphe 2.2.1

13 Pour calibrer ce modéle de fagon réaliste on a pris 0 =1 et a =0.3. Alors on est en inefficience dynamique si

-«

——>2+p. Il faut que p <0.33 c’est-a-dire p,,,, <0.011. Il faut que la préférence pour le présent soit
a

inférieure a 1% I'an, ce qui est trés faible mais possible.
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réallocation centralisée, possible des ressources, Pareto améliorante. Si au lieu d'épargner sur le
marché concurrentiel, les générations coopérent : les jeunes donnent cette unité de revenu aux
vieux qui vivent en méme temps qu'eux. Comme il y a (1+n) jeunes pour chaque vieux, la
consommation de chaque vieux contemporain augmente de (1+n). A la période suivante, si le
méme arrangement s'opére, nos jeunes devenus vieux auront eux aussi (1+n) a dépenser dans
leur vieillesse. Si r* < n, comme il y a un nombre infini de générations, tout le monde gagne a
cette coopération qui constitue donc une amélioration au sens de Pareto. (Si I'horizon temporel
était fini, la derniére génération de jeunes perdrait a cet arrangement). Si r* < n, c'est-a-dire si k*
> kor, cette coopération est plus efficace que I'épargne concurrentielle.
Le marché oblige a un échange | — ., le dictateur peut faire une redistribution | — !

2.4.7.3 llustration graphique de I'inefficience dynamique

Vv
La contrainte budgétaire intertemporelle est a I’état régulier : ¢’ + :H:W =w(k*)
Elle peut étre représentée ainsi que la condition d’équilibre sur le graphe de gauche. La courbe
des possibilités de consommation et la fonction d’utilité sont représentées sur le graphe de droite.
Pour un capital d’état régulier et donc un taux d’intérét donnés, 1’équilibre du consommateur se
situe au point E.
Figure 4 : L’équilibre concurrentiel

\%)
C
T Contrainte budgétaire
w(1l+r) V A
C
CPC Contrainte
technologique
E
A\
-(1+£2(k*) = -(1+r1) i i
\r > CJ _ CJ

w
Distinguons deux cas :
- Pour k <k, ona f'(k)> f'(k,)=n, I’équilibre représenté est un optimum de Pareto. Pour le

Vvoir superposons la contrainte budgétaire et la contrainte des possibilités de consommations
physiquement possibles (la CPC).
Rappel : le long de la CPC en partant de I’origine k augmente.

Figure 5 : Un équilibre concurrentiel optimal
A

c’ cPC
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La lentille hachurée montre qu’une utilité supérieure pourrait technologiquement étre obtenue (a
I’intérieur de la CPC) mais au prix d’un capital par téte supérieur et donc d’un effort d’épargne
supérieur. 1l y a augmentation de la consommation par téte d'état régulier mais pas
transitoirement. Cette utilit¢ supérieure d'état régulier n’est donc pas une ASP, 1’équilibre
concurrentiel au point E est optimal au sens de Pareto. (E = OP)

- Pour k >k, ona f'(k)< f'(k,)=n.L¢quilibre concurrentiel inefficient est au point EC.

Figure 6 : Un équilibre concurrentiel inefficient

\Y -[1+f°(k)] avec k > Ko
EC

-(1+n)=-[1+f(kor)]

‘[1_'_f,(k ] avece k < kor

c)

[

L’équilibre concurrentiel en EC est inefficient car un niveau de capital par téte inférieur permet
d’augmenter I’utilit¢ du consommateur comme le montre la figure 7. A partir de EC, la lentille
hachurée montre qu’il y a un gain possible de bien-étre. De plus ce gain en bien étre peut étre
obtenu avec un effort d’épargne inférieur, c’est donc une ASP. Il y a augmentation de la
consommation par téte d'état régulier et transitoirement.

Figure 7 : L’inefficience de 1’équilibre concurrentiel en cas de sur accumulation

A

E EC = OP

14+PK)] aves_k > kor

/

c!

»
>

L'équilibre concurrentiel est en EC le point F constitue une ASP. Malheureusement cette
augmentation de bien étre, technologiquement possible, n’est pas permise par la contrainte
budgétaire du consommateur qui le conduit a maximiser son utilité en EC. Cette ASP n'est pas
permise en concurrence, il faut faire appel a une politique centralisée.
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Conclusion

Il peut exister une inefficience dynamique dans le modéle a générations imbriquées. Ce
probleme d'inefficience dynamique peut étre réglé par le dictateur bienveillant. Par la retraite par
répartition, la dette publique, le dette externe .... Mais ce probléme peut il étre réglé par des
transferts privés que feraient des agents altruistes ?

Encadré 4 : Pas d'inefficience dynamique avec de la terre (Homburg 2014)

La richesse peut étre détenue sous forme de capital A=K, auquel peut sajouter les
obligations A=K +B, les titres eétrangers A=K+B+E, ou encore la terre
A=K +B+E+PT.OuP est le prix de la terre en termes de bien. Détenir des obligations ou
des titres étrangers - a la condition que le montant soit suffisamment grand- peut supprimer
I'inefficience dynamique. L'épargne excessive va étre absorbée par ces investissements
alternatifs. Détenir de la terre va (sans conditions sur son importance), supprimer
I'inefficience dynamique, car le prix de la terre peut augmenter suffisamment pour absorber
I'épargne excessive.

A long terme, la condition d'arbitrage entre les rendements de la terre et du capital, impose
une borne minimale au taux d'intérét : la rente. Alors la condition d'efficience r>n, est
satisfaite. Montrons-le.

S'il y a de la terre l'agent peut placer son épargne soit dans le capital soit dans la terre. La
condition d'arbitrage impose que les deux types de rendements soient égaux.

— pt+1 +F

t+1

P,
Le terme de gauche est le rendement du capital, 1'agent investit 1€ et en regoitl+r, . Le

terme de droite le rendement de la terre, I'investisseur achéte un hectare p, et lerevend p, ,
et conserve la rente de la terre T, , . (L'évolution du prix de la terre dépend de la pression
démographique).

1+,

t+1

p+I r

- A un état régulier avec un prix de la terre constant (n=0) onal+r = soit r=—.

Puisque la rente est positive le taux d'intérét est nécessairement positif (supérieur a n=0).

. . D r r
- A un ER avec prix de la terre croissant (au taux n>0), on al+r = —p+1+— etr=n+—.
P p p
Puisque la rente est positive le taux d'intérét est nécessairement supérieur au taux de

croissance.

Encadré 5 : Pas d'inefficience dynamique avec une fonction de production AK
(King et Ferguson (1993)
1 Les consommateurs en OLG : Les contraintes budgétaires d'un agent né en t sont quand il

est jeune ¢/ +s, =w,, quand il est vieux ¢!, =(1+r,,).s, . Sa fonction d'utilité est :

(e iy : u'l(e!) 1+r, :
Vi = U(Ctj)+%. Les conditions du premier ordre : ( : ) =—2"L soit avec la fonction
Yo

u'(c,) 1+p




c., 1+r . . - . .
log : ‘—jl = 1—”1 (1) En introduisant cette condition du premier ordre dans les contraintes :
C, +p
1 i 1+ v l+r,
S=——W 2) CtJ = P W 3) Cn= s W (4)
2+ p 2+p 2+ p

2 Les producteurs : (voir Darreau 2003 p 77)

Y =KL K" B"* soit Y =AK soit ~ f(k)=Ak avec A=(BL) "
Les conditions du premier ordre du producteur privé en concurrence parfaite sont :
w=(1-a)AK (6) R=r+5=aA ()

La productivité marginale sociale du capital est : | f'(k)=R® = A
3 Equilibre concurrentiel :

A I'équilibre, on a |, =S, soit encore en OLG K, , = N,s, et (1+n)k,,, =S,. On est obligé de

supposer ici que n=0 pour que A soit constant donc : k.,=S (9)
4 Etat régulier

(9) (2) et (6) impliquent k., = ——(1—a)Ak, done | - A=2)A
T2y ’ k (2+p)
Le taux de croissance est : y=(1_“)A_1 y=cA-1
(2+p)

Dans ce modele de croissance endogene, la solution est en taux et pas en niveau.

5 Efficience dynamique
On pose d=1etdonc : r°* =A-1, r=aA-1, et y =cA-1. Puisque « <1 on a toujours

r* >r puisque ¢ <1 onatoujours r® >y on est donc toujours en efficience dynamique.

6. Remarque : Si le taux d'épargne est supérieur a la part du capital ¢ >« un jeu de Ponzi est
possible puisque » >r (La dette peut croitre au taux y supérieur a r, voir chapitre 3).
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2.5 Géneérations imbriquées altruistes

On montre d'abord que les résultats du modele avec altruisme sont tres proches des
résultats d'optimalité du modéle de Ramsey (1928). L'intérét du modele a générations imbriquées
altruistes est de faire apparaitre explicitement les régles de transferts intra- et inter-
générationnelles, que le modéle de Ramsey laisse dans lI'ombre. C'est Gary Becker (1974) qui
rompt avec le modele d'agent égoiste et introduit I'hypothése daltruisme pour expliquer les
comportements de transferts privés. La question essentielle que nous étudierons est de savoir si
I'altruisme est suffisant pour exclure la possibilité d'inefficience dynamique, donc si les transferts
privés peuvent remplacer les transferts publics dans leur fonction régulatrice, comme le prétend
Barro (1974).

2.5.1 Les conditions d'optimalité d'allocation intertemporelle

On ajoute au modele précédent la possibilité de transferts prives grace aux hypotheses
suivantes : les agents sont altruistes, leur utilité dépend de celle de leurs enfants. Un jeune né en t
recoit un héritage de ses parents x, >0. Dans sa vieillesse, il a (n+1) enfants a qui il légue
individuellement le montant x_, >0. (Remarquons que I'existence d'un legs néegatif est exclue
par cette hypothése d'altruisme descendant : les vieux ne recoivent pas de transferts des jeunesias,

mais bien sdr, ces legs peuvent étre nuls comme dans la section 2).

Les contraintes budgétaires d'un agent né en t sont :
quand il est jeune : c'+S, =W, +X, (1)

quand il estvieux  : ¢, +(@+n).x, =(1+r1,,

U(Ctv+1) + (1+n)
1+p (@Q+¢) ™

).s, avec x>0 2)

Sa fonction d'utilité est : V, =u(c/)+

(3)

On suppose 'utilité séparable. Les deux termes a gauche représentent 1’utilité de 1’agent quand il
est jeune en (t/t+1)et son utilit¢ quand il est vieux en (t+1/t+2) pondéré par un facteur
d’actualisation de sa propre utilité future ]/ (1+ p). Le paramétre p est le taux de préférence pure
pour le présent. Plus p est élevé, plus ’agent préfere le présent.

Le terme de droite représente l’utilit¢é d’un descendant V,, multiplié par le nombre de
descendants et pondéré par un facteur d’actualisation. Ce facteur ZI/ (1+¢) est différent du facteur
d’actualisation de sa propre utilité future]/(l+ p). Le paramétre ¢ est le taux d’égoisme de

I’agent. Plus ¢ est élevé, plus I’agent est égoiste.

On suppose que le taux d’égoisme est tel que : ¢ = p
Si ¢=p, ’agent déprécie I'utilité de ses descendants comme la sienne. Il est altruiste comme
I’agent du mode¢le a agent représentatif. Lui et les générations futures ne font qu’un.

14 Cette remarque est importante puisque nous avons vu que pour régler le probléme d'inefficience dynamique c'est
ce genre de transfert qu'il faut faire. Si les vieux ne peuvent laisser de dette privée, c’est ce qui peut justifier
I’existence d’une dette publique. Mais I’hypothése est réaliste puisque la loi reconnait aux enfants le droit de refuser
I’héritage de leurs parents. Il est clair qu’en cas de dette, ils refuseraient I’héritage.
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Si ¢> p, I’agent déprécie I’utilité de ses descendants plus que la sienne. Il est moins altruiste,
que I’agent du modeéle a agent représentatif. L’altruisme baissant, 1’égoisme augmentant, on se
rapproche du modele de générations imbriquées d’agents égoistes.

Si ¢ = ¢ (valeur a déterminer) I’agent ne laisse aucun héritage. Pour toute valeur de ¢>¢ il ne

laisse aucun héritage x,,, =0 comme dans le modéle a agents égoistes.

On suppose que l'économie a une durée infinie. La fonction d’utilit¢ peut s’écrire par

récurrence : |
(1+ n) J u (Ct+l+|)
Z((1 ¢>M (G }

L'agent a durée de vie finie, qui tient compte de l'utilité de ses enfants, qui tiennent compte de
I'utilité des leurs etc., optimise alors sur un horizon infini, comme I'agent du modele de Ramsey,
a la différence que les transferts qu'il va effectivement réaliser dépendent ici du parameétre
d'égoisme ¢ et que le probléme est posé en temps discret.

Remarquons que comme la fonction objectif est une somme infinie, on retrouve ici une
condition d’existence de la solution : il est nécessaire que %ﬂ pour que la somme

converge vers une valeur finie. La condition d’existence demande que le taux d’égoisme soit
assez élevéis. Cette condition va jouer un réle important dans la démonstration.
p>n

En résumé, le probléme de 1’agent est doncen t:

(1+ n) J u (Ct+1+|)
max , . . V= Z[(l ¢)H (cli)+ p}

Clhgy Xy
» G X1 P

SS. CtJ + St = VV[ + X[ ' Ct+l + (1+ n) Xt+l (1+ r;+l) St ' Xt+1 2 O

Pour résoudre le probléme d'optimisation de l'agent né en t, on substitue les deux
contraintes (1) et (2) dans la fonction d'utilité (3) et on maximise cette fonction par rapport a st et
Xt+1, les deux variables de controle de 1’agent né en t.

& max,, V, =u(cl) + u(ey) , @+n) u(cl,)+
/1 Gl Xy 1+ Y2, (1 ¢)

u| (1+ 1+ n)x +
o e,z e L] G )

Puisque I’héritage peut étre nul, les conditions du premier ordre sont celles de Khun-Tucker :
N L+, X .

é\/t :_é’u(ct ) + ( + t+l) au((\:/t+l) — 0 DUIsque St > 0 (4)

s, ac; d+p) ocly

v i
é\/t __ (1+ n) é,u(ctﬂ) (l+ n) é)u(ct+l) -0 SiXi+1>0 (Sa)

0’>XH1 (1+P) é,ctvﬂ (1+¢) é’t+1

v i
é\/t - _ (1+ n) é’U(Ct+1) (l+ n) au(c’[Jrl) S 0 Si Xt+1 = 0 (Sb)

é’XM (1+,0) act\:—l (1+¢) é’t+l

1+n 1 - Y
15 Remarque ¢ > N implique Z hi _L+9 et a I'état régulier V =ﬂ u(C’)vLM
S\1+4) 4-n g—n 1+p




34

De ces conditions on deduit les propriétés suivantes de I'équilibre intertemporel du
consommateur :

u I(Ctj) _ 1+ r'[+1

W= W@ 1o ©

(53.) = ul(ctj+1) — 1+¢ (Sb) = ul(Ctj+1) < 1+¢ (7)
U'(Ctvu) (1+,0) ul(ctvu) (1+/0)

(4) _ w@E) 1+, (@) _ uE) 1+n, @)

(5a)  u'(c),) (L+) (Bb) " u'(cl) (AL+9)

uel) U v _ue)

Puisque ces propriétés sont vraies Vtona: —— = =—— =
u (Ct+1) u (Ct) u (Ct+l) u (Ct+1)

La propriété (6) est la regle d'optimalité intra-générationnelle qui détermine le TMS
intertemporel de l'individu entre ses consommations sur les deux périodes de sa vie. Il dépend
évidemment du rapport entre le taux d'intérét et son taux de préférence pour le présent. C'est le
résultat de la théorie du cycle de vie trouvé précédemment, il reste vrai méme en présence
d'agents altruistes.

La propriété (7) est la regle d'optimalité inter-générationnelle qui détermine le TMS (a
un moment donné) entre la consommation des parents et celle des enfants. Il dépend évidemment
du paramétre d'égoisme. Si ¢ = p le taux, auquel l'agent déprécie la vie de ses enfants, est le

méme que le taux auquel il déprécie son propre futur et le TMS est égal a 1. Si l'agent est
infiniment égoiste (¢ — o) comme dans la théorie du cycle de vie, alors le TMS sera infini et
les parents ne laisseront aucun héritage (condition 5b).

La propriété (8) est I'équivalent en temps discret de la regle de Ramsey-Keynes. C'est le
TMS entre la consommation présente et la consommation future d'une génération, qu'elle soit
jeune ou vieille. Par le biais de l'altruisme (¢), ce TMS relie I'ensemble des consommations a
travers le temps. Le modele a générations imbriquées fait clairement apparaitre dans la régle de
Ramsey ce qui revient au paramétre d'égoisme. Si I'égoisme est nul (¢ =), on revient au
modeéle de I'agent représentatif de Ramsey.

Ce modele de générations imbriquées généralise donc le modele OLG égoistes (¢ — )
et le modele d'agent représentatif (¢ = p).

Nous donnons dans le tableau 10.3 ces résultats d’équilibre intertemporel du
consommateur pour les spécifications habituelles des fonctions d'utilite.
Tableau 10.3 : TMS pour deux fonctions d'utilité habituelles

Cl—cr _1
conditions u =In(c) W=
6 % :]LrtH' Ctv+1 _ 1+ rt+l %
¢ ltp ¢l | 14p
7 O _L+d | o (144)"
vraientett+l Cj—1+p o |13,
t t +p
vrai pour les jiunes et vieux S b ey Lol -
¢ 140 | ¢ (1+¢
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2.5.2 Etat régulier
Supposons la fonction d’utilité u=In(c) et la fonction de production Cobb-Douglas f(k,)=k“.

On calcule I’état régulier et on montre que I’héritage (I’altruisme) augmente le capital d’état
régulier et le bien étre.

A T’équilibre concurrentiel on a, comme précédemment, les conditions du premier ordre des
producteurs w, =(1—-a)k” r+5=ak”" et la condition d’équilibre (inchangée en présence
daltruisme 16 ) : (1+n)k., =S5,.

A I’état régulierc, , = c,, dans I’équation (8) cela implique r*=¢ 9)

o
Comme r*=ak“'—5=¢ enrésolvantenk : ke=| £ et w=_1-a)k**
p+0
On remarque que ce modele ne se résout pas comme celui de I'agent égoiste (par la résolution de

I'équation de récurrence de k,,, en k,, ni comme celui de Solow) mais comme celui de I'agent
représentatif (par la résolution de I'équation de Ramsey Keynes Dc =0 qui donne une valeur

particuliére & la Pmk et le taux d'intérét). Voir encadreé 6.
Il nous reste a déterminer s* et x*.

De (1) : ¢l +s=W+X
De (2) : ¢’ =@+r)s—(@1+n)x
De (6) : ¢ =80
d+p)
En égalisant ces deux derniéres équations : ¢’ = (1+ ,O)S—WX
+

En portant cette valeur de ¢’ dans (1), en remplacant (r) par (¢#), et en résolvanten s :

(1+ p)(1+ n)} 10)
1+¢)

s*——{w*+x+ X

_2+p

16 Car & une date donnée ce que les vieux donnent c'est ce que les jeunes regoivent.
L’investissement brut est égal a ’épargne brute : 1, =S,

Kia = K+ 0K =W N, + (1, + 5)K, _Ctht —¢/N,
Kia =K+ K =WN, + (1 + )K= (W +% =5 )N, =[ @+ 1)s; —(L+m)x [N,
Par rapport au cas sans altruisme on constate que N,X, et (1+n)N, X, s’éliminent et donc que I’héritage

n’intervient pas dans cette condition d’équilibre.
Kin =K +0K =K + 6K, + 5N, —(1+1)s_ N,

Kt+l - Kt +5KI =5 Nt _St—th—l +h [Kt _st—th—l] + 5Kt

A la période 1 on a posé que K, =s,N, et donc par récurrence : K,,, =N, Vit
K — K, +0K, =N, =K, + 5K,

L’épargne brute est égale a 1’épargne des jeunes, moins la désépargne des vieux plus I’amortissement. En divisant
par N, : (L+n)k,,, —k, + ok, =s, —k, + Kk,
L’investissement net est égal a ’épargne nette : (1+n)k,, —k, =S, —K,
Et en simplifiant: (L+n)k,,, =S, . L’équilibre sur le marché du capital peut donc toujours s’exprimer par cette

relation. Celle-ci est indépendante du taux d’amortissement, et de I’hypothése d’altruisme. Elle résulte de
I'introduction de la désépargne pour la retraite dans le modele OLG.
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L’épargne des jeunes est égale a I’épargne sur les salaires plus 1’épargne sur 1’héritage.
En remplacant s par a (L+n)k =s et en résolvant en x, on obtient I'héritage :

o = (2+,0)(1+¢) {(1+n)k*—iw*} (11)
@+9)+@L+n)(1+ p) 2+p

En remplacant k* et w* par leur valeurs on exprime 1’héritage d’état régulier en fonction de
parametres.

X* = (2+,0)(1+¢) (1+n)(LJH_ 1 (1_a)(LJl—aa
A+ )+ @+ )L+ ) 55) 250 N5

a

(i-a)

Le paramétre d’égoisme doit étre faible, inférieur a la valeur critique ¢ , autrement dit

L’héritage est positifsi: ¢+ < QR+p)A+n)=¢ < F=r*<riese

I’altruisme doit étre suffisamment fort, pour que 1’héritage soit positif.
D'aprés I'équation (11 de la section 2) cette valeur critique ¢ , est la valeur de la productivité

marginale du capital du modele égoiste, on en conclu que le taux d’intérét est plus faible en cas
de legs positifs et donc que le capital est plus élevé lorsqu’il y a de I’héritage.

Une autre fagon de prouver cela est d’examiner 1’équation (11). On voit que I’héritage d’état
régulier est positif si :

T T | Jlla

w* (—a)k®  (1n)(2+p) 1+n)(2+4p

Résultat : Si I’héritage est positif le capital est supérieur a sa valeur en cas d’égoisme et de
legs nuls. La production, la consommation et le bien étre sont donc plus élevés dans une société
altruiste. La raison est facile a comprendre, I’équation (10) montre que 1I’épargne est supérieure
puisque 1’agent a maintenant deux sources de richesse : Son revenu mais aussi son héritage. Cette
propriété positive de I’héritage peut justifier de diminuer I’impdt sur I’héritage.

Encadreé 6 : Exercice
La fonction de production est Y = K*L* | la population croit au taux n, le taux de dépréciation
du capital est & . Le taux d'épargne du modéle de Solow est ¢, la fonction d'utilité du modele de

Ramsey et du modele Gl est U =Inc.
Déterminez k* dans les quatre modéles : Solow, Ramsey, Gl égoiste, Gl altruiste.

*hkkkkkkkhkhkhkikikikikkx

La fonction de production Y = K“(e™L,)** Divisons par e™L,, on obtient: |y =k“|dont on

tire, a ’équilibre concurrentiel : R=r+05 = f '(k) =ak“™® et w=(1—a)k”.

Le modeéle de Solow: La condition d'équilibre 1=S est Dk=¢k* —(n+ )k ou ¢ est donné.
1

A Iétat régulier, [Dk =0}, et donc : k*= {%}M dont on tire y et c.
_l_
Le modéle de Ramsey ; La condition d'équilibre est Dk = f (k)—c—[n+5]k

+o0
Du probléme du consommateur Max ety U = I e ”'e™ Inc(t).dt sous w+ra=c+na+ Da ol
0

a=k, on tire la regle de Ramsey-Keynes De =r—p
c
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A l'état régulier, Dk =0, et Dc=0 Comme ona: f'k¥)—o=p ou ak®=6+p
1

(04

o+p
Le modele GI égoiste : La condition d'équilibre 1=S devient (1+n)k , =S5,

o
et on résout en K : k*:( j dont on tire y et celle de c de Dk =0.
. . Inc/ - .
Du  probléme Max V, =Inc/ +1—”1$0usctJ +s, =W, et ¢, =(1+r,,).s, on tire la valeur de
+p

(1_a)kta
@+n).2+p)

) W, . S
I'épargne s, = > . En remplagant dans la condition d'équilibre : k., =
+p

1
— Ta
AlER donc : k*= g dontontirey etc.
@+n).(2+ p)
Le modele Gl altruiste : La condition d'équilibre est (1+n)k,,, =s,. Du probleme : Max

_ < (1+n) i j u(ct\/+l+i) j _ v _
Vi _Z[(1+¢)] {u C:m)+ 1+p :|SOUSC1 +§ =W +X Ct+1+(1+n)'xt+1_(1+rt+1)'st

i=0

on tire %=ii—; A I'état régulier, Ak=0, et Ac=0. Comme on a
t
l-a
r=¢g< f'k*)—6=¢.Donc ak®* =5+¢ onrésouten k : k*=(5L¢J dontonayetc.
+

2.5.3 L’impot sur ’héritage

L’imp6t sur I’héritage va distordre les choix individuels. Ce ne serait pas le cas si I’héritage était
involontaire, un solde que I’on laisse surpris par la mort. Ici I’agent connait la date de sa mort et
il laisse volontairement un héritage choisi. L’impo6t sur I’héritage va réduire I’héritage, 1’épargne,
le stock de capital et augmenter le taux d’intéreét.

L’impdt est pay¢ par le jeune, 1’équation (1) devient : ¢! +s, =w, +x (1-7)

v _ j
L’équation (5) devient N __ (i) ﬁu((\:l”l) + d+ni-r) au(cj”l) =0
(1+ P ) é’CtJrl (1+ ¢) aCHl

+1

¢ (1+9¢)

L’équations (7) devient ; + =—— "7
a 2 ¢ (L+p)(1-7)
Ct+l :[(l+ rt+l)(1_T)j

L’équations (8) devient : —=
1+¢)
o+

t
: : a |
L’¢équation (9) devient r*= 1—T le taux d’intérét est plus élevé (1— >1)
-7 -7

p+0+1(1-9)

Le stock de capital d’état régulier est plus faible et le bien étre est diminué par 1’imposition de
I’héritage. Mais évidement I’impot sur 1’héritage peut rester justifié par des raisons de justice.

1— l-a
Le capital devient k*= (Mj
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2.5.4 Possibilité d'inefficience dynamique

La justification d'une politique économique de transferts (retraites ou dette) se trouve,
comme nous l'avons montré, dans la possibilité d'inefficience dynamique du modele a
générations imbriquées. Une politique publique de transferts peut résoudre le probléme
d'inefficience. Maintenant que nous avons introduit la possibilité de transferts privés grace a
I'nypothese d'altruisme, et bati un modele qui tend vers celui de Ramsey ou l'inefficience est
exclue, n'y a t'il plus aucune justifications aux transferts publics ? Autrement dit, n'y a t'il plus de
possibilités d'inefficience a I'état régulier ? On va voir que tout dépend de savoir si x> 0.

Pour répondre a cette question, on calcule la valeur du taux d'intérét a I'état régulier (r*)
et on se demande s'il est possible que r * < n (cas d'inefficience). Pour calculer r* on utilise les
conditions du premier ordre et la condition d'état régulier ct = ct+1 qui égalise, remarquons le, la
condition (8) a l'unité.

Etat régulier avec legs positifs : les conditions (4 et 5a) nous donnent la régle de Ramsey a I'état
régulier :

u'(c,) 1+r
C=Cn = 1=— = 1_
u (Ct+1) + ¢
Le taux d'intérét est égal au taux d’égoisme.

r*=¢ ©)

Etat régulier avec legs nuls : les conditions (4 et 5b) impliquent & I'état régulier:
u'(c 1+r
C=C = () > = "<y (10)
u (Ct+1) 1+¢
L'état régulier peut donc avoir deux formes : soit les legs sont positifs et le taux d'intérét
est égal au taux égoisme, soit les legs sont nuls et le taux d'intérét est inférieur au taux égoisme (
¢ éleve).

Demandons nous maintenant si « quelque chose » impose que r* > n , c'est-a-dire que
I'économie soit dynamiquement efficiente.
Si les legs sont positifs (x,,, >0), puisque la condition d’existence impose ¢ > n, il est clair que

IPona: r*=¢>n etl'économie est dynamiquement efficiente.

Si les legs sont nuls x,,, =0, la condition d’existence ne nous garantie rien du tout puisque on a
alors: r*<g¢>n. Il se peut que r*>n qu’on soit en efficience mais il se peut que r*<n qu’on
soit en inefficience.

Dans ce cas, I'état régulier est le méme que dans I'économie sans altruisme (il n'y a pas de legs),
et il n'est pas exclu que I'économie puisse étre en inefficience dynamique. Rien n'impose que r*
> n. Il y a donc possibilité d'inefficience dynamique dans le modéle a générations imbriquées,
méme si I'on suppose l'altruisme, puisque celui-ci peut étre inopérant pour que des legs privés
aient effectivement lieu. Dans ce cas la politique économique (retraite, dette..) peut seule
supprimer l'inefficience.

Quelle est I'intuition économique derriere ce résultat ?

Rappelons-nous qu'ici l'altruisme est descendant (1I’héritage va des vieux vers les jeunes). Or on a
vu qu'en cas d'inefficience dynamique c'est d'un transfert ascendant dont on a besoin pour
corriger l'inefficience (que les jeunes donnent aux vieux). Dans le cas ou le transfert est
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« I'héritage », un transfert des jeunes vers les vieux ne peut se concrétiser que par une réduction
de I'héritage. Mais si I'néritage est nul, on ne peut le réduire, les transferts prives des jeunes vers
les vieux ne peuvent alors se réaliser. Seuls les transferts publics (dette, retraite) peuvent
supprimer I'inefficience.

Conclusion

Il ne peut pas y avoir suraccumulation si l'altruisme est suffisant pour qu'il y ait des legs
positifs, puisque l'agent qui prend soin de ses descendants ne va pas choisir une solution
inefficace. Il peut y avoir suraccumulation si le taux d'égoisme est trop fort, si l'altruisme est
insuffisant pour qu'il y ait des legs positifs. Dans le cas de suraccumulation (n > r) il faudrait que
le stock de capital soit moins élevé, mais diminuer le niveau d'accumulation nécessiterait,
comme on I'a montré préecédemment, un transfert privé des jeunes vers les vieux, c'est-a-dire des
legs négatifs, exclus par hypothese. L'altruisme descendant n'est donc pas suffisant pour garantir
I'efficacité de I'équilibre concurrentiel. Les politiques de transferts publics, des jeunes vers les
vieux (retraite par répartition, dette), restent justifiées.

Vidal (1996) montre que l'altruisme descendant et méme ascendant, ne permet pas
d'obtenir I'efficience, que seule une forme d'altruisme ad hoc le permet et que celle-ci équivaut a
revenir au modele d'agent représentatif de Ramsey. Bien évidemment, il faut que I'altruisme soit
suffisamment fort pour qu'il y ait des legs positifs, I'nypothese d'altruisme ne suffit pas, il faut
qu'il soit effectif pour que s'opere des legs. C'est donc I'hypothése, plus forte, de legs positifs,
que l'on doit avancer pour obtenir I'efficience. Mais si cette hypothése est plus forte, elle a un
contenu empirique plus grand et la question peut étre tranchée par les faits. Au niveau de
I'nypothese : y a t'il ou n'y a t'il pas de legs volontaires entre générations ? Au niveau de la
conclusion : les économies sont elles ou ne sont elles pas en inefficience dynamique ? Concluons
donc avec Barro et Sala-i-Martin (1996) : « Lorsque l'altruisme est suffisamment fort pour
garantir une solution intérieure avec transferts intergénérationnels non nuls, I'introduction d'une
structure a générations imbriquées avec durées de vie limitées n'apporte pas de nouvelles
perspectives (par rapport au modéle de Ramsey) sur I'évolution d'une économie en croissance. »

Résumons nous : Avec un agent représentatif, le taux de préférence pour le présent p

pondere le poids des générations futures. La condition d’existence d’une solution est p>n. La
condition du premier ordre est r = p. Donc r > n, il ne peut y avoir d’inefficience.

Avec des générations imbriquées, le taux d’égoisme pondére le poids des générations futures. La
condition d’existence d’une solution est ¢ >n. Si les legs sont positifs, la condition du premier

ordre est r=¢. Donc r >n, il ne peut y avoir d’inefficience. Si les legs sont nuls, la condition
du premier ordre est r =(a/(1—a))(1+n)(2+p), si p est tres faible, il se peut que 1’économie
soit en inefficience dynamique. Dans ce cas la politique économique peut se justifier.
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